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Avec : f(x,y) = y?
3) Résultats des calculs (Les solutions approchées) .

1 X | Y§

0 0.0 | 1.0000

T, 0.1 | 1.0050

2 0.2 | 1.0201

g 0.3 | 1.0459 |
4 0.4 | 1.0832 |

5 0.5 | 1.1330
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Question de cours !
Démontrer gue la formule de la dérivée scconde pas le développement de Taylor s0it f
(2Pt)

(%) = [f(x+h) - 2f(x) + f(x-h)] / h*

Soit. P(x) est le polynéme d'interpolation de Newton de la fonction, f‘(x]:e"""'

A8SOCIE

-~

aux points d'interpolation suivants : x, =Lx =2.X, = .x =4,

1) Ecrire lexpression de polynome d'interpolation de Newton en différences divisces
(Pt.1) -

2) Calculer les valeurs de différences divisées de Polynéme ? (Pts.2)
" 3) Trouver l'expression de polynome d’interpolation 7 (Pts.2)

4) Calculer P(1.5) P(4.5) et les valeurs exactes 7 (Pts.2)

5) Calculer 'erreur maximale commise et l'erreur admissible 7 (Pts.2)

6) Bst-ce que cette interpolation est admissible ? (Pt.1)

- Soit, 'intégrale suivante :

[= J.cos(x* ~Ixdx
_15 Calculer la valeur approchée de l'intégrale I(f) par la méthode des Trapézes, pour
n=237(Pts.2)

2) Calculer lerreur commise admissible ? (Pts.2)

Exercice 3
On considere le probléme de Cauchy suivant @ (Pts.4)

dy/dx=xy
Avec, y(x0) =1
Résoudre numériquement ce probléme sur l'intervalle [0 0.5] pour que n = b, en

utilisant la formule de la méthode d'Eleur améhorer, sulvante :

-

Y=Y, ﬁihf(xi +-I%,y‘. +-}%f(x_,yl))
- - Solution

?J'

%

.
B

CRY e

Remargue : prendre 4 chiffres aprés la virgule pour tous les Exercices

Lu Clarté, ln-précision of la présentation dex riponses soni des eliments impoartants dappreciation
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Question de comrs
Demonstrate the second derivative formula using Ta\:‘Inr’s development is : (2Pt) ?
f"(x) = [f(x+h) - 2f(x) + f(x-h)] / h? =

oz 53

Let P(x) be the Newton interpolation polynomial of the function, 1"()()=e[‘”'I associated
with the following interpolation points: x, =1.x, =2.x, =3.x_ = 4.

1) Write the expression for Newton's interpolation polynomial in divided differences ?
(Pt.1)

2) Calculate the divided differences values of the polynomial ? (Pts.2)

3) Trouver I'expression de polynéme d’'interpolation ? (Pts.2)

4) Calculate P(1.5), P(4.5) and the exact values ? (Pts.2)

5) Calculate the maximum error committed and the permissible ervor ? (Pts.2)

6) Is this interpolation permissible ? (Pt.1)

- Let the following integral :

n

- : ITJACO%(&'—U!&

1) Caleulate the approximate valuc of the integral [(f) using the Trapezoid: |l Method, for
n=.37(Pts.2) .
2) Calculate the permissible error ? (Pts.2)

We consider the following Cauchy problem : (Pts.4)
dy /dx =xy
With, y(xe) =1 .
Solve this problem numerically over the interval [0, 0.5] for n = 5, using the following
improved formula of the Euler’s method :

, h .
Yi. =Y, +hf(x +—,y 4 :—i(xl,yl))

—

2| =

Solution

irise 4 dachnnl pla(.es for all'exercises.

l Illl‘ih. pr( t‘icmn. mltl presentntion of answers are important eriteris [or assessment.
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Démontrer que la formule de la dérivée seconde de Taylor soit : (2Pt)

f(x) = [f(x+h) - 2f(x) + f(x-h)] / h*

Déntonstration de la formule de la dérivée seconde par Taylor
On veut démontrer la formule :
[ (x) = [f(xth) - 2£(x) + f(x-h)] / h?

1) Déyeloppeme‘nt de Taylor de [(x+h)

fx+h) = £(x) + h f(x) + (h#/2)f'(x) + (W¥/6)f"(x) + (h*/2D)f " (x) + O(h%
2) Développement de Tayvlor de f(x-h)

f(x-h) = f(x) - h £(x) + (W¥2)F'(x) - (W¥6)f"(x) + (h*/2)f""(x) + O(h?)

3) Addition des deux développements
En additionnant les deux expressions, les termes en f'(x) et {"(x) s'annulent.
f(x+h) + f(x-h) = 2f(x) + h*f "(x) + (h*12)f "(x) + O(h™)

1) Isolation de £'(x) .
f(x+h) - 2f(x) + f(x-h) = h*f "(x) + O(h")

5H) Division par h?

f"(x) = [f(x+h) - 2f(x) + f(x-h)] / h*
La formule centrée de la dérivée seconde est obtenue a partir des développements de

! .-Taﬁylor Lelreur est de lordre O(h?).

Solution d’Exercice 1

"1) Ecrirve Iexpl‘esswn de polyndme d'interpolation de Newton en différences diviségs ? (Pt.1)
_On ales points c k. =hX =2 =3 %, =0

Alor:: le polynome d’ mterpohtlou de Newton d’ordre 3 s'éerit :

r —j[r\] + flwg, m|(@ = ) + flag, erowa|(e - aa){e - a)
+ fleqiwy. @o.ms] (@ - wo)(x — &)@ — x2)

En remplagant les valeurs des x, .
Py(x) = F1] + fl1.2 (e —1) - fIL234a = 1} 2) - fil. 2,3, Y= 1) - 2w - 3!

2) Calculer les valeurs de différences divisées de Polynome ? (Pts.2)

- ‘Premiére différences divisées Deuxitme différences divisées  Troisieme différences divisées
f£1,2] = L&A
i 3-/(2) ' ol L2302
f{z‘a]z ‘3 ! | f11.2.8] = Lo
. ) P i [ IR T T LAY -t 1R WP Pt
F13.4] = LL&J”_;;J 3 £12,3,4] = Lbdg2d Pl =
- Alors ;
#l1,2] = 1. 6487 — 1.2840 ~ 0.3647 £72,3 = 2.1170.— 1.6487 = ).4683

fi3,4 = 2.7183 - 2.1170 = 0.6013

Universite § mai 1913, Guelma Prof. BOUCHERIT 1L
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ﬂ l')ﬁl% 0. lh*’

K

(.4683 - 0.3617 o 3
[.l Q.SI 2**—-—‘" =~ 0.0518 J12.3. 9 S LNGHS
- 0.0665 - 00518 i
f28. 4] = =5 ~ 0.0049
Avec,
f(1) = e"/* ~ 1.2840 £(3) = ¢** = 2.1170
£(2) = ¢V? = 1.6487 f4) e =2 2.7183

3) Trouver I'expression de palynéme d'interpolation ?
On utilise la formule de Newton :
Py(z) = fl1] + fI1,2)(z = 1) + £]1,2.8)(x - 1)(z = 2) + f[1,2,8.4](> - L)(= 2)» - 3)

En remplacant :
( ) ar 1.2840 + 0.3647(x — 1) N.051R(; — 1)(e — 2) + 0.0049(r = 1){x — 2)(r - 3)
Aprés développement :
Paf) ~ 0.00492% + 0.02242% — 0.2478a - 10089
4) Caleuler P(1.5) , P(4.5) et les valeurs exactes 7
P(L5) ~ 0.0049(1.5)" | 0.0224(1.5)* 1 0.2478(1.5) + 1.0080 - | 4552

Valeur exacte :
f(l B) = eh8/4 - (087

" ~ 1.4549
Pour, x =4.5, on ne peut pas calculer P(4.5) car x = 4.5 ne appartient pas au intervalle
[1 4]
5) Calculer 'erreur maximale commise et I'erreur admissible ? (Pts.2) “e

L’erreur absolue est donnée par :
E(wy = fla) - P(«)
E01.8) 0 HLAann0 AR = 0.0002
5) Calculer 'erreur admissible de la méthode Newton dans ee cas en ddétail p

Formule de l'erreur de Newton
I\l<—~l -|{*c Rd-x)  xex )

Mo = MaXyeta p]|f "+ ()|

Done,
'.||Ilrr1
‘ Ry(a) = F_H e —-ao)(a @)l _xe)(r  ry)
Dérivées successives : B
? ' Loocoms = 1 .
’ "a) = —e*'d M) = — ¢
f( } ‘1 f {f" ﬂ:]l
1 ‘
L o I e
‘f ['r} ]ﬁt ,f lf} 2 -_]E)I i

Sur lintervalle [1 4], la fonction exponentielle est croissante. Donc le maximur est
atteint en x=4 .

Université 8 moi 1015, Guebma o Prof. BOUCHERIT I,
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M = max [f"'“(;r.]! — . ¢
zellid 256 = 0.0106

s »

Pour x=1.5
M |
Ry(1.5)| < 5315 LA 20006 815 )
Ainsi,
|B(1.5) < 0.0001

6) Est-ce que cette interpolation est admissible 7 (Pt.1)
- Dong, cette interpolation Trés bonne approximation. C.o/t Dype R iy {0,000 2

Solution d’Exercice 2 .
Méthode des trapézes - Caleul approché d'une intégrale,
Calculer une valeur approchée de [(f) par la méthode des trapézes avec n = 3.
- Caleul du pas h
‘h=(b-a)/n=@-0)/3=u/3
2} Les points xi
¥ =0 x=n0/83 xx=2n/3 x3=1u
3) Valeurs de f(x) = cos{x” — 1)
) flxg) = cos(—=1) = 0.5403  f(xy) = cos((/3)* — 1) - 09053
f(x,) = cos((2n/3)* — 1) = -0.9700  f(x;) = cos(n® = 1) = ~0.8485
4) ?I’J!“}.]‘Iulﬂ des trapeges
1_3 = (hf:’l) [f(xn) + 2f(x,) + 2f(xz) + f(x3)]
I; = (/6) [0.5403 + 2(0.9953) + 2(—0.9700) - (.8485] =—0.135

2) Calculer l'erreur commise admissible ? 5
On utilise de la méthode des trapézes composée : d
: b-- a)®

. - h |Ep| < Lj—fé}%L 11}::].1({} ()

Dérivée seconde
fiz)= ~2sin(z® - 1) - 42° cos(z? 1)
Comme : |sinfl <1 et |cosil <1
= T ()| <24 4a”
Sur [0, ] le maximum ost atteint en x=m
Erreur admissible :

WM =2 | da?

.‘I':l' ) H"i
. B« (2 A7) = (2 An”
3 | £l £ sl Aarritl J

|Eri = 11.0

Done :
Solution d’Exercice 3

Résolution numérique par la méthode d’Euler améliorée, Probléme de Cauchy -
dy/dx =xy, avec y(0)=1 , [ntervalle [0;0.5], n=5

'1) Calcul du pas
=(h-a)n= (0 -0)/5=0.1

T h
2) Formule de la méthode d’ Euler améliorée : y =y +hf(x +=.y, +=f(x.v))
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